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Resume-L'auteur etudic la definition de la Yitesse de deformation elastique et sa relation avec la vitesse de
eontrainte pour un element elastoplastique en transformation finie.

AbItract-The definition of the elastic strain rate and its relation with the stress rate are studied for an
elastoplastie element in finite transformation.

I. INTRODUCTION
On considere Ie comportement d'un element de matiere elastoplastique ou elastoviscoplastique
ecrouissable. L'etat d'ecrouissage de l'element est represente par un certain nombre de
variables internes scalaires ou tensorielles at qui sont Iiees Ala distribution des defauts dans les
reseaux atomiques des cristaux constitutifs. Dans une deformation elastique, les a/c ne varient
pas.

Lorsque la transformation subie par I'element reste infinitesimale, aucune difficulte ne se
presente pour decomposer la vitesse de deformation sour forme addi.tive en vitesse de
deformation elastique et vitesse de deformation plastique (relations classiques de Prandtl
Reuss). II n'en est plus de meme lorsque la transformation est finie. II est certes toujours
possible de decomposer sous forme additive la vitesse de deformation totale, mais la definition
de la partie reputee "elastique" n'est pas aussi evidente qU'it semble a priori et fait encore
I'objet de discussions [1-3]. Le present article a pour but de faire Ie point sur ce sujet,t quoique
nous l'ayons deja examine incidemment (d'une fa~on moins approfondie) dans diverses
publications anterieures [4-8].

Pour decrire Ie comportement elastoplastique ou elastoviscoplastique, on peut utiliser une
representation strictement lagrangienne, ou strictement eulerienne, ou enfin par I'intermediaire
d'une configuration relachee (K). Dans ce dernier cas, on pose

F=EP. (1)

F est Ie gradient de la transformation qui fair passer d'une configuration initiale non contrainte
(0) de I'element a configuration actuelle (a), P Ie gradient de la transformation (0)-+ (K), E celui
de la transformation (K)-+(a).

2. REPRESENTATION LAGRANGIENNE

Definissons I'etat thermodynamique de I'element par Ie tenseur des contraintes de Kirchhoff
110 relatives a la configuration fixe (0), la temperature 8 et les variables internes '11 (constituees
par les variables ci-dessus designees par a/c reportees dans la configuration initiale, ce qui, en
plus des ato introduit Ie tenseur Pl. Introduisant avec Rice [9] I'enthalpie Iibre "'(fl'o. 8, ,/c), on
obtient, Ao designant Ie tenseur de deformation de Green par rapport ala configuration (0), Po la

tNous insistons essentiellement sur la decomposition de la pitme de deformation, non sur celie de Ia transformation,
paree que les equations de la plasticite introduisentles vitesses.
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masse volumique dans cette deformation

al/J.10 = -Po
a7ro
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Le premier terme, qu'on peut encore ecriret

(2)

est la vitesse de deformation elastique lagrangienne, car~ s'y reduit lorsque tilt =O. Le second
est la vitesse de deformation plastique lagrangienne.

3. REPRESENTATION EULERIENNE

lei les choses deviennent moins simples. La vitesse de deformation elastique D' se definit
en imaginant une decharge elastique infinitesimale de I'elementt Peu importe d'ailleurs la
vitesse de rotation de I'element dans cette decharge, puisque Ie tenseur vitesse de deformation
est une grandeur objective.

Mais si la definition de D' ne comporte pas d'ambiguite,§ iI n'en est pas de meme de la
vitesse de contrainte et de la relation entre D' et cette vitesse de contrainte.

D'apres la regie de transformation d'un tenseur 2 covariant, la vitesse de deformation totale
D = D' +J)P est la transmuee de ~ par la transformation F

La meme regie s'applique a la vitesse D'. D'autre part Ie tenseur des complaisances
elastiques L se transforme comme un capacite 4 covariante

LId) p-Ip-Ip-lp-I d t F'L°,jkl = at 1Jj ,.,. 81 e afjylj

Va) etant relatif aI'etat actuel.
On est done conduit atranscrire (2) sous la forme

(3)

ou ;, est une derivee temporelle objective du tenseur de Cauchy CT. C'est dans la definition de
cette derivee que se presente une difficulte. II est clair que dans la transformation elastique
infinitesimale n'interviennent pas les vitesses totales v a la charge mais certaines vitesses
elastiques v', pour autant qu'on puisse definir sans ambiguite ces vitesses. Tel est Ie cas pour un
monocristal oil on les definira comme etant celles du reseau atomique au cours du chargement.
Dans un tel cas on pourra poser:

If = CT - grad v' . CT - CT • gradTv' + CT tr (grad v').

Malheureusement, dans Ie cas general, si DOUS pouvons bien definir sans ambiguite D', il

tLe siane: Sipifie double contraction (L~1Tt).
*Pour cela. prenant comme configuration de reference entre t et t +dt la confiluration a I'instant t, on imqine qu'a

I'instant t +dt on ramene la contrainte de Kirchoff ala valeur qu'elle avait aI'instant t.
§Toutefois si dans la decharge infinitesimale on convenait de ramener ala valeur qu'elle avait a('instant t, non pas la

contrainte de Kirchoff 11', mais Ie quotient 1r/P., on obtiendrait une d~nition dil&ente de D' lorsque Ia cWormation
plastique comporte une variation de volume.
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n'en va pas de meme pour grad ve (il faudrait definir rot vel. Ceci nous oblige aabandonner
provisoirement la representation strictement eulerienne.

4. REPRESENTATION A L'AIDE O'UNE
CONFIGURATION INTERMEOIAIRE RELAcHEE

De I'eqn (1), en derivant par rapport a t, on deduit:

grad v =Fr l =EE-1+EPp-1E-I • (5)

Nous designons par {u}s la partie symetrique d'un tenseur u, par {U}A sa partie antisy
metrique.

{EE-1ls depend de la configuration relAchee choisie (K). C'est pour cette raison que nous
avons en [4] introduit les notions de repere directeur (un repere dans lequel I'etat ther
modynamique est defini par Ie tenseur de deformation de Green par rapport a(K), la temperature
(J et les variables intemes a", a I'exclusion des variables externes d'orientation)t et de
configuration relAchee isocline KO (une configuration relAchee dans laquelle Ie triedre directeur
reste parallele aux axes du laboratoire).

Malgre cette precision {U-1}s ne coincide pas en general avec la vitesse eulerienne /Y. Certes,
Ae =(l/2)(ETE - I) est la deformation elastique par rapport ala configuration relichee actuelle.
Mais sa derivee {E'Ehn'estpas en generalla vitesse de deformation elastique, parce que, at et t +
dt, Ie tenseur En'est pas rapporte ala meme base. En effet, la configuration relichee achange entre
ces 2instants (elle a tourneet s'estdeformee). II en resulte que Ae n'est pas engeneralla transmuee
de De par la trans/ormation E-1

•

Designons par fr Ie tenseur des contraintes de Kirchhoff relatif aux configurations relichees
isoclines (Ko), de masse volumique PK'* H I'enthalpie Iibre par rapportaKO, fonction de 1f, (J et des a".
On a ([4,7]):

aHAe=-p 
K afr

ou

(6)

Puisque, par definition, De ne doit pas dependre des alc, elle n'est pas la transmuee par la
transformation E de Aeo§ mais celie de

(7)

Autrement dit

(8)

Si et seulement si I'expression de I'enthalpie libre se separe sous la forme

(9)

tIl existe en faittoute une dasse de re~res directeurs possibles (4). Le choix d'un re~e directeur priv~, evident
pour un monocrislal (Ie reseau atomique), est precise pour un polycristal dans une etude aparaltre dans Journ. Mbnique.

*Noter que Pre peut etre fonction des a, si la dl!formation plastique s'effectue avec variation de volume.
ILa puissance instantanl!ment rl!cupl!rable est (0': D'/p) = ('If: .'/P.) el non: ('If: 4.,/p.).
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(les matrices L("O), A(-o) sont alors independantes de I'ecrouissage) Ie terme en !ili t !ilal)

disparait dans (8).
La distinction entre ~t et glt a pour la premiere fois ete reconnue en [7,8]. Cette distinction

fait disparaire les termes en a introduits par erreur dans I'expression de la vitesse de
deformation elastique dans une de mes publications anterieures [4].

Retenons que, lorsque I'ecrouissage affecte Ie comportement elastique, si I'on pose

Dt et [)P ne se rMuisent pas aux parties symetriques de EE- ' et EPp-1E-1(meme evaluees
pour des configurations isoclines). On a

(10)

en posant

D' - ET- 1 !ili
t

. TE- 1- -al .
!ial

5. RETOUR AUX VARIABLES D'EULER

Puisque

oil glt est constitue par les 2 premiers termes du second membre de (6), nous obtenons

en posant

L(a) - E-1E-1E-IE- 1L('ol d t E
,jll - al fJj yl Sf ofJyS e

(11)

(12)

(3)'

(13)

(14)

On a ainsi retrouve la formule (3). Et (14) donne la definition generale de la derivee objective u
qui doit y figurer. On remarque que, lorsque D' =0, c'est-li-dire lorsqu'il existe un repere
directeur privilegie dans lequel la matrice £(.0) est independante de I'ecrouissage et lorsqu'on
utilise ce repere pour definir E, on retrouve la relation (4) en egalant grad vt Ii EE- 1

, mais
d'apres (10) ceci n'est possible que si D' = O.

Pour introduire la derivee de Truesdell U, on a tenu compte des relations

(det E) = det E tr (EE- I
).

6. REMARQUES

L'expression (14) de un'est pas tres commode. Les remarques suivantes visent Ii simplifier
la relation (3)'.

1. En introduisant au lieu de u Ie tenseur T = (P.!p)u on elimine Ie derniet terme de (14) et
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on obtient

(15)

2. Oesignons par W la partie antisymetrique de EE- I
, de sorte que

EE-1 =D'+D'+ W.

En multipliant les 2 membres de (15) par M matrice inverse de (plp,,)L(·), on obtient

+-(W +D')1' +1'(W - 0') = M': D' - M: A8

avec

puis, inversant anouveau, avec L' =M,-I

D' =L': [+ - (W +D')1'+ 1'(W - D')] +A'8 (16)

La matrice M' ales symetries c1assiques des matrices d'elasticite L et M. II en est donc de
meme de la matrice L'.

Tenant compte de (5), on a, en designant par til Ie tourbillon «(1/2) rot v) de la vitesse totale

W=(d-Op, (17)

(I'indice A designe la partie antisymetrique du tenseur encadre).
La relation (16) est interessante dans Ie cas oil il y a isotropie dans /es configurations

re/achees, car alors Op =o,t donc W =til. Si en outre /'ecrouissage nI affecte pas /e comporte
ment e/astique (d'oil D' =0), on obtient

(18)

On retrouve ainsi par une voie directe et en partant du resultat general une formule etablie
par Lee et Lubarda[3].
+- t111' +1'1d est la derivee de laumann de tenseur 1'.

Plus generalement, lorsque 0' =0, la relation (16) introduit encore une derivee du type de
laumann, mais c'est la derivee du tenseur l' dans un repere anime de /a vitesse de rotation
W= tII-Op.

3. Lorsque les deformations thermoe/astiques restent infinitesima/es, si I'on decompose E
sous la forme polaire

E=RS (RTR = 1, ST = S), (19)

S ne differe de 1que d'une quantite infinitesimale, de sorte que tE-1 peut dans (14) ou (15) etre
remplace par 0-1 vitesse de rotation du repere directeur suivi dans la configuration relachee
KI qui se deduit de la configuration actuelle (a) par une deformation pure. O'autre part, D' est
infinitesimal. On obtient donc

D' = L(·): (0' - Wu +uW) +A8

tLe gradient "-I de la vitesse de transformation plastique est donne comp/ittmtnl (pas seulement sa partie
symetrique) par la relation de comportement plastique[~l.

*OCcomposons E sous la forme polaire (19). S. "-I et S-I sont 3 tenseurs symetriques ayant les memes directions
principales, celles de "t, donc leur produit est symetrique et par suite aussi EPP-1r l .
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avec
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On voit intervenir la derivee de Jaumann du tenseur u dans Ie triedre directeur pris dans la
configuration K" resultat que nous avions indique en [4-6], Oil la vitesse de rotation de ce
triedre etait notee WD

1
•

7. CONCLUSION

On a surtout porte I'attention sur la vitesse de deformation elastique D< en variables d'Euler
(aucune difficulte ne se presente en variables de Lagrange). On a montre que:

1. Elle est univoquement definie (d'ailleurs simplement transmuee de la vitesse lagran
gienne).

2. Elle est fonction Iineaire d'une certaine vitesse de contrainte, mais pour definir cette
derniere, on doit faire appel (sauf dans Ie cas d'isotropie dans les configurations relachees) ala
notion de repere directeur pour les configurations relachees.

Pour terminer il parait utile de souligner que les 3 relations

(2)

(7)

(3)

ne sont que les 3 aspects d' une meme relation intrinseque suivant la configuration de reference
utilisee (0, Ko ou a). Le passage d'un configuration a une autre s'effectue suivant les regles
tensorielles([IO], p. 18). Par exemple pour la vitesse de deformation elastique, tenseur 2
covariant

De meme la puissance instantanement recuperable ales 3 expressions suivantes:

1To: ~< 1T: fI< u: D<---::::--::::--
Po P"fj P

Le point delicat est que dans Ie passage d'une configuration aune autre la transformation
des vitesses doit etre effectuee en annulant Pet elK (puisqu'il s'agit de vitesses elastiques). On

retrouve bien ainsi les definitions correctes de ~< (formule 7) et de u(formule 14).
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